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Datos y Azar

La distribucion normal

Hasta el momento, la funcion de distribucion continua mas importante es la distribuciéon normal’. Muchos
fendmenos naturales y sociales se ajustan a ella.

La distribucion normal fue descubierta por De Moivre en 1733 como el valor limite de la funcion de probabilidad
binomial B(n, p), cuando n tiende a infinito. Medio siglo después volvi’ o a descubrirse por Laplace y* Gauss; ambos
vieron que la distribucion normal era la que aparentemente describe mejor el comportamiento de los errores en las
medidas.

La funcidn de densidad de la distribucién normal se debe eso si a Gauss y es de tipo exponencial, la que solo sera
enunciada, su demostracion, construccion y cualquier otro fundamento queda muy fuera de nuestro alcance.
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La demostracion de que S[-oo, +0] = 1, es decir, el area entre el eje x y la funcion fue dada primeramente por

Laplace.

Su grafica es la mentada campana de Gauss

El area bajo la curva es 1, la probabilidad total, es El area destacada es la probabilidad de ocurrencia de decir,
que ocurra todo los fendmenos en ese segmento, Si x1 < x2, entonces esa area serd F(xz) - F(x1)

De esta funcién y su grafica se tiene lo siguiente u es la esperanza o media aritmética, o es la desviacion estandar.
El valor o punto mas alto se alcanza en x = 1 y es ademas simétrica respecto a la recta x = u

La curva es asintdtica con el eje x en las direcciones —co y +oo

Mientras menor es o, mas alta es la curva en la recta x = u y en consecuencia, ma’s se concentran los valores en
torno aese u

p—306 pu-20 u-o U p+o u+2c pu+3o
l— 68.26% —>

95,44%
99,74%

Y
A



CUARTO MEDIO INSTITUTO NACIONAL

En medicina, considerando la experiencia de afios y sus respectivos registros, se han elaborado tablas para
controlar los diferentes examenes que se deben realizar los pacientes, alli se considera la media o esperanza u y dos
desviaciones estdndar o a ambos lados de dicha media; si el resultado cae entre estos margenes, la persona se
considera sana, es decir, el 95,44% de las personas es considerada libre de alguna patologia, segun las leyes
estadisticas y sobre todo de la distribucion normal.

Para obtener los valores, relativamente, exactos bajo la curva de la funcién de densidad normal, es necesario el
calculo integral, cosa que no nos corresponde estudiar en ensefianza media, ya que se trata de
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Para obtener la probabilidad de que un valor se encuentre entre x; y x. se utiliza
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Para una persona sana y menor de 21 afios el nivel medio de colesterol (en mg por dl) es de 160, y una desviacién
de 10, un nivel menor que 140 o mayor que 180 se considera fuera del rango de normalidad y podr’ia tener aparejada
alguna anomalia, aunque no necesariamente, pues el 4,6% de las personas sanas estan fuera de los margenes
considerados normales.

Ejemplo: Supongamos que la altura promedio del ciudadano chileno mayor de 18 an”os es de 165 cm. y que se
distribuye normalmente con una desviacion estandar de 8 cm. Entonces podemos estimar que un 68,26% de ellos
tiene una estatura de entre 157 y 173 centimetros, es decir, el intervalo [u - o, u + o], que un 95,44% estara entre las
estaturas de 149 y 181 centimetros, [u-20, u+20]y casi el 100% medira” entre 141y 189 centimetros [u-30, u+30].

En tiempos no muy lejanos, en ausencia de las modernas maquinas de célculo (Calculadoras cientificas), se
recurrié a ciertas tablas, las que se denominaron tablas de distribucion normal tipificada, la notacién para la
distribucion normal es N (u, o), para dicha tabla se considera N (0, 1), a los valores normalizados, es decir, obtenidos
por esa distribucion se les denomina puntajes Z2

Latabla indica el a’rea bajo la curva desde 0 hasta x hacia la derecha, para calcular
el a’'rea para valores de x negativos hay que aprovechar la simetr’ia de la curva para
poder determinarla.
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Veamos seis ejemplos de como utilizar esta tabla: k es un nimero que representa una fraccion de o

1. Caso 1 k> 0 p(Z < k) ver el valor directamente de la tabla

2. Caso 2 k>0 p(0 < Z < k) para este tipo de casos al valor de p(Z < k), restar 0,5

3. Caso 3 k>0 p(Z = k) para este tipo de casos restar a 1 el valor de p(Z < k)

4. Caso 4 k> 0 p(Z < -k) para este caso es necesario considerar su simétrico p(Z = k)

5. Caso 5 k1> 0 A ki< kap(ki < Z < k2) aqui hay que considerar p(Z < k2) - p(Z < k1)

6. Caso 6 k>0 p(-k < Z < k) debido a la simetria esto quedara” 2p(Z< k) - 1

7. Caso 7 ki< 0 A k2> 0 p(ki < Z < k;) razone usted como se puede desarrollar este caso.

¢Como proceder cuando la verdad es que casi nunca ocurre N(0, 1)?

g = nnn
A ﬁu‘:"'a '”'L?;H S AN 1
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Al proceso lo Ilamaremos tipificacion de una variable N(u, o) y el puntaje tipificado sera o . Entonces
para cualquiera sea la distribucion normal N(y, o) vamos a tener:

p(Xsfc)=p(X_“sk‘”)=p(zsu)
a a

a

Y

<~— N (0, 1)—|

N (9, 3) g (Que’ probabilidad hay
gue un valor sea mayor que 9 y menor que 12 para N(9, 3)?
X -9
Haciendo” = 3 observamos que Z = 1 se corresponde con X = 9 y haciendo la analogia correspondiente,

tenemos que Z = 0 se corresponde con X =9

Por lo tanto la probabilidad de que un valor este” entre 9y 12 en N(9, 3) es la misma que la probabilidad este”
entre 0y 1 en N(O, 1).

Ejemplo: Del ejemplo en que se considera que la altura promedio del ciudadano chileno mayor de 18 afios es de

165 cm. y que se distribuye normalmente con una desviacion estandar de 8 cm. Entonces determine las siguientes
probabilidades

1. De que un ciudadano se encuentre entre los 145 y 157 centimetros de altura
2. De que un ciudadano se encuentre sobre los 178 centimetros de altura.

3. De que un ciudadano mida menos de 142 centimetros de altura.

4. Si los mayores de 18 afios son aproximadamente 12.000.000 ¢;Cuantos son los ciudadanos que estan
cumpliendo los puntos anteriores?

Problema: Consideremos los puntajes corregidos de la PSU ingreso 2015, entregados anteriormente, si vemos la

equivalencia de x = 500 y o = 110, en la notacién normal N(500, 110) para el puntaje estandar Z, deberiamos
considerar N(23, 21), la que obviamente debe ser un monstruo horrible. Y si se quiere usar para evaluar la reforma
educativa, obviamente esta esta” reprobada.
Anteriormente el puntaje corregido se obtenia de considerar el nimero de respuestas correctas y cada cuatro
incorrectas se restaba una correcta, con esto deberia ser N(12,21) con un total de 70 preguntas y puntajes entre -18
y 75 Haga usted un andlisis de casos. Por ejemplo ¢cudl es la probabilidad de que un estudiante responda mas de 35
preguntas de modo correcto?

¢Cual es la probabilidad de que un estudiante obtenga mas de 700 puntos en la PSU de matematica?
¢Con que” numero de respuestas correctas se esta” dentro del 10% de mejor rendimiento en la PSU de matematica?

1. SiX~ N(u02), ¢cudl de las siguientes alternativas corresponde a la probabilidad de seleccionar al 95,4% del

total poblacional que se modelan mediante la distribucion de la variable aleatoria X?

1 1
Plp— = x L+ —
A) (p 20<1<,u+20)

A Fﬁﬁq‘;:ﬁ"tgiﬁ “‘“& nl?l?n

i
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B) P(u-o<x<u+o)C)Pu
-20<x<u+20)
D) P(u-30<x<u+30)E)

P(u - 40 <x < 40)

La muestra {a, b} tiene varianza o2. ;Cudl(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

1) Sio2=0, entoncesa=b
I1)  Lamuestra {a - X, b - X} tiene varianza o2 para cualquier valor de X I1I)

02>0
A) Solo |

B) Sololyll
C) Solo Iyl
D) Solo 1y 1l
E) LIyl

En un pueblo de cierta cantidad de habitantes, la probabilidad de escoger al azar una mujer es 0,6 y de ellas
un40% tiene hijos. Ademas los hombres son 500. ;Cual es la probabilidad de elegir al azar una mujer sin
hijos?

A) 16%

B) 24%

C) 36%

D) 40%

E) 60%

Sabiendo que Z es una variable aleatoria con distribucién normal estandar, tal que P(Z < 3) = 0,9986, ;cua’l2
es la probabilidad de que una variable aleatoria X de distribucion normal de media aritmética u y varianza o,
verifique que |X - u| < 3?

A) 0

B) 0,3328

C) 0,4993

D) 0,9972

E) 1

¢Cual es el nivel de confianza de un intervalo para la media poblacional u de una muestra normal de varianza
y tamafio poblacional conocidos, donde Z = 1,64?
A) 95%

B) 90%

C) 85%

D) 80%

E) 75%

Si X ~ N(u, 0?) tal que P(u — no < X < u + no) = 0,9972, siendo n un nimero natural. Sea Z una variable

aleatoria normal estandar, entonces el valor de P(Z < n) es

A) 0,9986
B) 0,8155
C) 0,9972

A Fﬁﬁq‘;:ﬁ"tgiﬁ “‘“& nl?l?n

i
|.arancibia.mat@institutonacional.cl



10.

CUARTO MEDIO
INSTITUTO NACIONAL

D) 0,1359
E) No se puede determinar

En el colegio se desea saber cuantas horas dedican al estudio los 2.200 estudiantes de la jornada de la mafana
en este afio 2019. El afio pasado se considerd” que un universo similar se calculd” una desviacion estandar de
1,5 horas. Se considera entrevistar una muestra representativa de entre esos 2.200 estudiantes y se aceptara
un error maximo de 0,5 horas. ¢Cuantos deben ser los alumnos encuestados como minimo para que el nivel
de confianza sea de 0,99, asumiendo que los datos se distribuyen normalmente?

A) 100
B) 80
C) 60
D) 40
E) 20

Si X~ N(0, 1), entonces ¢cuél(es) de las siguientes afirmaciones es (son) verdadera(s)?

I La probabilidad P(X < 0) es 50%
. P(X>21)=1-PX<21)

. P(X=0,5)=0
A) Solo IB) Solo Il
C) Sololyll

D) Solo Iy I
E) I 11yl

En una distribucion N(90, 15), ¢cudl(es) de las siguientes proposiciones es (son) verdadera(s)?
. P(90 <x<105)=0,3413

Il.  P(60<x<90)=0,477

. P(105<x<120)=0,1359

A) Solo |

B) Sololy Il
C) Solo Iy 1l
D) I, 11yl

E) Ninguna de ellas

Si X ~ N(0, 1), entonces es correcto:

A) P(X<2)=0,9773
B) P(X<-2)=0,9773
C) P(X=2)=0,0228

D) P(X=-2)=0,9773 E) P(-2 < X< 2) = 0,0456

A Fﬁﬁq‘;:ﬁ"tgiﬁ “‘“& nl?l?n

|.arancibia.mat@institutonacional.cl



CUARTO MEDIO

11

12.

13.

14.

15.

16.

INSTITUTO NACIONAL

. Un arquero (lanzador de flechas) tiene un record de 75% de aciertos en sus tiros. Si en una competencia

lanza25 tiros, ¢cudl es la probabilidad que tenga mas de 10 aciertos?

A) 0.9998
B) 1-0,06
C) 0,002
D) 0,7E) 0,5x 25

La longitud en centimetros de los lapices que fabrica una cierta empresa esta” dado por X ~ N(8, 0,2). ¢Cuél
es la probabilidad que un lapiz mida menos de 8 cm?

A 1

B) 0,2

C) 0,5

D) 0,8

E) 8

Un examen con 20 preguntas de seleccién multiple, cada una con tres opciones y solo una verdadera. Si la

variable aleatoria es cantidad de respuestas correctas respondidas al azar. ;{Que” distribucion corresponde a
esta situacién?
1
N(20, =
N0 3)
B) N(20, 3)
20 1
(;_! T)
C) " '3'3

1
p) P20 3)g

B(20, 3)

Sea X una variable aleatoria continua, tal que X ~ N(u, 02), donde se sabe que
Plu—o<zx<p—0)=0,6826y P(u—20 <z <pu+20)=0,9545
Plu+o<z<p+20)? , ccudl es el valor de

A) 0,13595

B) 0,2719

C) 0,86405

D) 0,81855

E) Ninguno de los anteriores

Si X~ N(u, 62) = N(1, 4), con cual de las siguientes relaciones se tendra” Y ~ N(0, 1)?
X -1
Y =—+
A) V2
X -1
B) Y= 2
X1
)" 4
X
mY_Z
X
y =2
E) 2

Sea X una variable aleatoria tal que X ~ B(40; 0,5). Si la distribucion de X se hace por aproximacion a una
distribucién normal con esperanza u y desviacion estandar o, entonces esta queda dada por:

A) N (20,5 V10)

B) N(20; 10)

C) N(20;0,5)

A Fﬁﬁxzﬁ"tﬁiﬁ “‘“& 3:?,?.
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D) N(20,5; 0,5)
E) N(20; v10)

. En un curso de bésica la estatura, en centimetros, de los estudiantes se modela a través de una distribucion
normal N(150; 100). Se selecciona al azar un estudiante y se sabe que la probabilidad que mida a lo menos
Q centimetros es de 0,977, ;cudl es el valor de Q?

A) 170 cm

B) 160 cm

C) 150 cm

D) 140 cm

E) Ninguno de los anteriores

A Fﬁ%ﬁb:ﬁt%iﬁ *"?} 3.'.',?.
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